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♥❡ss ✭❡✳❣✳ ❇r♦✇♥ ✭✶✾✽✼✮❀ ●❧♦✈❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✼✮❀ ▼é❤❡✉st ❛♥❞ ❙❝❤♠✐tt❜✉❤❧
✭✷✵✵✵✱ ✷✵✵✸✮❀ P❧♦✉r❛❜♦✉é ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮❀ ❉r❛③❡r ❛♥❞ ❑♦♣❧✐❦ ✭✷✵✵✷✮❀ ❆✉r❛❞♦✉
❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮❀ ❄✮✳ ❚❤✐s ✇❛s ❛❧s♦ s❤♦✇♥ ❜② st✉❞✐❡s ❛❜♦✉t ❢r❛❝t✉r❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②
t❤❛t ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛✐♠✐♥❣ ❛t ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡✐r
❤②❞r❛✉❧✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ✭❡✳❣✳ ❱✐❝❡♥t❡ ❙✐❧✈❡str❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮❀ ❍❛❦❛♠✐ ❛♥❞ ▲❛rss♦♥
✭✶✾✾✻✮✮✳
✷
❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ❤♦✇ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ t♦♣♦❣✲
r❛♣❤② ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡s ♦❢ t②♣✐❝❛❧ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s s❛♠♣❧❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❝♦r✐♥❣✳ ❚❤❡
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t✉r❡ s✐❞❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✐s ❛ ✜rst st❡♣ t♦✇❛r❞s ❛ ❞❡s❝r✐♣✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❉r❛✐① ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ❛
❝♦♠♣❛♥✐♦♥ ♣❛♣❡r ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✐ss✉❡ ✭◆❡✉✈✐❧❧❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✱ ❤❡r❡❛❢t❡r r❡❢❡rr❡❞
❛s ♣❛♣❡r ✷✳
❚❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✱ ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❞r✐❧❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❣✐✈❡♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ✉♥✐ts ♦❢
t❤❡ ❝♦r❡✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r st✉❞✐❡❞ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ✐s ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t❡❞✳
❚❤❡s❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ✇❛② ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳ ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✹ s❤♦✇s t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥
t❤❡ ❢❛❝✐♥❣ s✉r❢❛❝❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ✉s✐♥❣ ❛ ❧❛s❡r ♣r♦✜❧❡r✳ ❆♥ ❳✲r❛②
❝♦♠♣✉t❡r t♦♠♦❣r❛♣❤② ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ✐♠❛❣❡ t❤❡ ♠✐♥❡r❛❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥t❡♥t
♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛r❧ ❛♥❞ ❛♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❝❛❧❝✐t❡ ✈❡✐♥✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✱ ❛
st❛t✐st✐❝❛❧ st✉❞② ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳
❬❋✐❣✉r❡ ✶ ❛❜♦✉t ❤❡r❡✳❪
✷ ❈♦r❡ ❧♦❣ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
st✉❞✐❡❞ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s
❚❤❡ st✉❞✐❡❞ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❛ ❝♦r✐♥❣ ♦❢ 10 ❝♠ ✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r✱ ❡①✲
tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❙❈✶ ❜♦r❡❤♦❧❡ ✭20 ♠ ❞❡❡♣✮ ❛♥❞ ❧♦❝❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ▲❛✈❛❧
❛♥❞ ▼♦✉❧✐♥ ❝❛t❝❤♠❡♥ts ♥❡❛r ❉r❛✐①✱ ❋r❡♥❝❤ ❆❧♣s ✭❋✐❣✳ ✶✮✳ ❖♥❡ s❤♦✉❧❞ ❦❡❡♣
✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✇❡❧❧ ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡ ❢✉❧❧② r❡♣r❡✲
s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❜❡❞r♦❝❦ ❛s ✐t ✐s ♦♥❧② ❛ ❧♦❝❛❧ s❛♠♣❧✐♥❣✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡
❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡ s✉❜s♦✐❧ ❛♥❞ str❡ss ✜❡❧❞✱ ❧♦❝❛❧ ♦♣❡♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ❡①✐st✱
t❤❡ str❡ss ❜❡✐♥❣ t❤❡♥ tr❛♥s♠✐tt❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ③♦♥❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝♦♥✲
t✐♥✉✐t✐❡s✳ ❙t✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❝♦r❡s t♦ ❜❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ❛s
✐♥t❛❝t ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❢r♦♠ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛r❡ ❞✉r✐♥❣ ❙❈✶ ❞r✐❧❧✐♥❣✳
▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❛ tr✐♣❧❡ t✉❜❡ ❝♦r❡ ❜❛rr❡❧ ✇❛s ✉s❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t✇♦
❡♠❜❡❞❞❡❞ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡t❛❧❧✐❝ t✉❜❡s ❛♥❞ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ tr❛♥s♣❛r❡♥t ♣❧❛st✐❝ t✉❜❡✳
■♥ t❤✐s s②st❡♠✱ ♦♥❧② t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡t❛❧❧✐❝ t✉❜❡ r♦t❛t❡s ✇❤✐❧❡ ❜♦t❤ ✐♥♥❡r t✉❜❡s
❛r❡ ✜①❡❞✱ s♦ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❧✐tt❧❡ r♦t❛t✐♦♥ ♦r ✈✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦r❡ ✭❲②❧❧✐❡✱ ✶✾✾✾✮✳
❚❤❡ ❝♦r❡ ✇❛s ❞✐r❡❝t❧② st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥♥❡r ♣❧❛st✐❝ t✉❜❡✱ s♦ t❤❛t ♠♦st ♦❢ t❤❡
✐♥✜❧❧ ❛♥❞ ❢r❛❝t✉r❡❞ ♣❛rts ✇❛s r❡❝♦✈❡r❡❞ ✭❡①❝❡♣t❡❞ ♠❛②❜❡ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ❛♥❞ ❜❡✲
❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦r❡✮✳ P❧❛st✐❝ t✉❜❡s ✇❡r❡ t❤❡♥ q✉✐❝❦❧② s❡❛❧❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡
♠♦✐st✉r❡ ❝♦♥t❡♥t ✇❛s ❦❡♣t✱ ♣r❡✈❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❞❡ss✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❧ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
st♦r❛❣❡ t✐♠❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡t❛❧❧✐❝ t✉❜❡ ❛❧s♦ ♣r❡✈❡♥ts t❤❡ ❝♦r❡ ❢r♦♠
❜❡✐♥❣ ❞❛♠❛❣❡❞ ❜② t❤❡ ❞r✐❧❧✐♥❣ ✢✉✐❞ ✭❤❡r❡✿ ✇❛t❡r✮✳ ❆s t❤❡ ❝♦r❡s ✇❡r❡ st✉❞✐❡❞
❛t ❛♠❜✐❡♥t ❛✐r ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❝♦r❡ ❤❛♥❞❧✐♥❣✱ ❝r✉♠❜❧❡❞ ♠❛r❧ ♦r ❝❧❛②❡② ✐♥✜❧❧
✸
♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❛♠❛❣❡❞✳ ❚❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✇❛s t❤❡r❡❢♦r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
♦♥❧② ♦♥ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❝♦r❡ ❢❛✐r❧② r❡s✐st❛♥t t♦ ❞❡ss✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s✳
■♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝♦r✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ♠♦❞✐❢② s❡❛❧❡❞ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s t❤❛t ✇✐❧❧ ❛❧s♦
❜❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢♦r t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥✳
❋r♦♠ ❝♦r❡s ❛♥❞ ✇❡❧❧ ❧♦❣s ✭▲♦✜ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ str❛t✐❣r❛♣❤② ✐s ❞✐✲
✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ♠❛❥♦r ✉♥✐ts ✭❋✐❣✳ ✷❛✮ ✭❇♦♥❞❛❜♦✉✱ ✷✵✵✼❀ ▼❡r②✱ ✷✵✵✽✮✮✳ ❇❡❧♦✇
6.3 ♠✱ t❤❡ ❝♦r❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t❡❞ ♠❛tr✐① ✐♥t❡r❝❡♣t❡❞ ❜② ❧❛r❣❡ ❞✐s❝♦♥✲
t✐♥✉✐t✐❡s ❛♥❞ ❛❧t❡r❡❞ ③♦♥❡s✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐① ✐s ❛ ❝♦♠♣❛❝t ❜❧❛❝❦ ♠❛r❧ ✇❤✐❝❤ ✇❛s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s r❡s✐st❛♥t✱ str✉❝t✉r❡❞✱ ❛♥❞ ❝♦❤❡s✐✈❡ ❜② ▼❛q✉❛✐r❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮✳
❚❤❡ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t❡❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦r❡ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ✉♥✐ts✿ t❤❡ ❧♦✇❡st ✐s
✉♥✐t ✶ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷❛✮ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s ♥✉♠❡r♦✉s s❡❛❧❡❞ ✈❡✐♥s✱ ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ r❡❝r②st❛❧✲
❧✐③❡❞ ❝❛❧❝✐t❡✱ ♣r♦❜❛❜❧② ✐ss✉❡❞ ❢r♦♠ ✇❛t❡r ✢♦✇ ❢r♦♠ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ③♦♥❡s r✐❝❤❡r
✐♥ ❝❛r❜♦♥❛t❡s ✭❈r❛s✱ ✷✵✵✺❀ ❇♦♥❞❛❜♦✉✱ ✷✵✵✼✮✳ ▲②✐♥❣ ❛❜♦✈❡ ✉♥✐t ✶ ✐s ✉♥✐t ✷
✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥t❡r❝❡♣t❡❞ ❜② ♦♣❡♥ ❢r❛❝t✉r❡s ❛♥❞ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❝❧❛②❡②
♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❆❜♦✈❡ 6.3 ♠ t❤❡ ❝♦r❡s ❛r❡ ❧❡ss ❝♦♥s♦❧✐❞❛t❡❞✳ ❏✉st ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❝♦♥✲
s♦❧✐❞❛t❡❞ ♠❛r❧s ❧❛②s ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ③♦♥❡✱ ✉♥✐t ✸❜✱ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❧② ❛❧t❡r❡❞ ♠❛r❧✳ ❚❤❡
t♦♣ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦r❡ ✐s ✉♥✐t ✸ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✉♥❝♦♥s♦❧✐❞❛t❡❞ ❧❛②❡rs ✇✐t❤
s♦❢t ❝❧❛② ❛♥❞ ❧✐♠♦♥✳
■♥ ✉♥✐t ✷✱ t✇♦ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ✭❋✾ ❛♥❞ ❋✻✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❞❡♣t❤s
✾✳✸ ♠ ❛♥❞ ✻✳✻ ♠ ❛r❡ st✉❞✐❡❞ ✭❋✐❣✳ ✷✮✳ ❚❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ❋✾ ✐s ♦♣❡♥ ✇❤✐❧❡ ❋✻
✐s ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❞❡❜r✐s ❛♥❞ ❝❧❛②✳ ■♥ ✉♥✐t ✸✱ ❛ s❛♠♣❧❡ ✭❈✶✹✮ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♠❛✐♥❧② ♦❢
❝❛❧❝✐t❡✱ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ❛♥ ❛❧t❡r❡❞ ③♦♥❡✱ ❛t ✶✹✳✻ ♠ ❞❡♣t❤ ✐s ❛❧s♦ st✉❞✐❡❞✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
❛ s❛♠♣❧❡ ✭❈✶✷✮ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t✇♦ ✈❡r② t❤✐♥ ❝❛❧❝✐t❡ ✈❡✐♥s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡
♠❛r❧✱ ❧♦❝❛t❡❞ ❛r♦✉♥❞ ✶✷ ♠ ❞❡♣t❤✳ ❙❛♠♣❧❡s ❈✶✵ ❛♥❞ ❈✶✼ ❛r❡ ♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡
♦❢ ❝❛❧❝✐t❡ ✈❡✐♥s✳
❬❋✐❣✉r❡ ✷ ❛❜♦✉t ❤❡r❡✳❪
✸ ◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s
✸✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t②
❋✾ ✐s ❛♥ ♦♣❡♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥s✐❞❡ ❛ ❝♦♠♣❛❝t ❞❛r❦ ❣r❛② ♠❛r❧ ✇❤✐❝❤
❢♦❧❧♦✇s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t❤❡ s❝❤✐st♦s✐t② ✇✐t❤ ❛♥ ❛♣♣❛r❡♥t ❞✐♣ ♦❢ ✹✷ ❞❡❣r❡❡s ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ❝♦r❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ r♦✉❣❤❧② t❤❡
❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣❧❛♥❡ ✭❛♥❣❧❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝❧✐♥♦♠❡t❡r✱ ✇✐t❤
❛ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ±0.5 ❞❡❣r❡❡s✮✳ ❚❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ❋✾ ❧♦♦❦s s❝❛r❝❡❧② ❛❧t❡r❡❞
✭❋✐❣✳ ✷✮ ✇✐t❤ ♠❛♥② ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② r❡❧✐❡❢s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ♦♥ ❜♦t❤ s✉r❢❛❝❡s ♦♥❝❡
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡s ✐s tr❛♥s❧❛t❡❞✳ ❋❛❝✐♥❣ ♦①✐❞❡❞ ③♦♥❡s ♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s ✭❋✐❣✳ ✸❛✮
❛r❡ s✐❣♥s ♦❢ ✇❛t❡r ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♦①✐❞❡s s❤♦✇s t❤❛t t❤✐s
❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡①✐st❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❜♦r❡❤♦❧❡ ✇❛s ❞r✐❧❧❡❞✳
❬❋✐❣✉r❡ ✸ ❛❜♦✉t ❤❡r❡✳❪
✹
✸✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❞❡❜r✐s
❛♥❞ ❝❧❛②
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② st✉❞✐❡❞ ✐♥ ✉♥✐t ✷ ✐s t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ❋✻✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
❛❧s♦ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❛❝t ❞❛r❦ ❣r❛② ♠❛r❧✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t❤❡ s❝❤✐s✲
t♦s✐t②✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ ❋✾✱ ❋✻ s❤♦✇s ❝❧❡❛r s✐❣♥s ♦❢ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✸❜✮✳
❋✻ ✐s s✉rr♦✉♥❞❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧❛②❡r ♦❢ ♠❛r❧ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦①✐❞✐③❡❞ ✭❞❛r❦❡r r❡❣✐♦♥ ♦♥
❋✐❣✳ ✷❜✮✳ ❚❤✐s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ✇❛s ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❝❧❛② ❛♥❞ ♠❛r❧ ❢r❛❣♠❡♥ts ✇❤✐❝❤
❛r❡ ♣r❡s✉♠❛❜❧② ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❧♦❝❛❧ ✇❛t❡r ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ✭❈r❛s✱ ✷✵✵✺❀ ❇♦♥❞✲
❛❜♦✉✱ ✷✵✵✼✮✳ ❲❤❡♥ ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ❋✻ ❥✉st ❛❢t❡r ✐t ✇❛s t❛❦❡♥
♦✉t ♦❢ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ t✉❜❡✱ ✐t ✇❛s s❡❡♥ t❤❛t ❜♦t❤ s✐❞❡s ✇❡r❡ ❝♦✈❡r❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✷ ♠♠
t❤✐❝❦ ❝❧❛② ❧❛②❡r ✭❋✐❣✳ ✸❜✮✳ ❚❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❛♥❞ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❧❛②❡r ✐s
❞❡✜♥✐t✐✈❡❧② ✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❛♥② ✐♥ s✐t✉ ✇❛t❡r ❝♦♥t❡♥t ♦r ✢♦✇ ❝❤❛♥❣❡✳ ❆s ♦✉r
st✉❞② st❛♥❞s ❛t ❛♠❜✐❡♥t ❛✐r✱ t❤✐s ❧❛②❡r ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② ❞❡ss✐❝❛✲
t✐♦♥✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✇❡ ❝❤♦s❡ t♦ st✉❞② t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❡t❡♥t r♦❝❦
s✉r❢❛❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛r❡❞ ♦♥❝❡ t❤❡ ❝❧❛② ❧❛②❡r ❤❛❞ ❜❡❡♥ ✇❛s❤❡❞ ♦✉t✳
✸✳✸ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ s❡❛❧❡❞ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s
❙❡✈❡r❛❧ ✈❡✐♥s ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❝❛❧❝✐t❡ ✐♥t❡rs❡❝t t❤❡ ❝♦r❡s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥ ✉♥✐t ✶
✭❋✐❣✳ ✷✮✳ ❚❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✐t❡ ❥♦✐♥ts r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ❧❡ss t❤❛♥ 0.1 ♠♠ t♦
❛❜♦✉t 15 ♠♠✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛
s✐♥❣❧❡ ❢r❛❝t✉r❡ ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❝❛❧❝✐t❡✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② t♦
r❡♠❛✐♥ ❝♦♥st❛♥t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝❛❧❝✐t❡ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝❛❧❝✐t❡ ✈❡✐♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛
❞✐r❡❝t ❝❛st ♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t✉r❡ ❛♣❡rt✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡s❡
s❡❛❧❡❞ ③♦♥❡s ❡①❝❧✉❞❡s t❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s✿ ✐♥❞❡❡❞ t❤❡② s❡❡♠ t♦ ❜❡ ❢♦r♠❡❞ ❞✉r✐♥❣
❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ❡♣✐s♦❞❡s✳ ❈♦♠♣❧❡① ③♦♥❡s t❤❛t ❝♦♥s✐st ♦❢ s❡✈❡r❛❧
❛♥❛st♦♠♦s❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝❛❧❝✐t❡ ✈❡✐♥s ❛r❡ ❢r❡q✉❡♥t ✐♥ ✉♥✐t ✶ ✭❡✳❣✳ ③♦♥❡s ❈✶✵✱ ❈✶✹✱
❛♥❞ ❈✶✷ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷❜✮❀ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❛❧❝✐t❡ ✈❡✐♥s ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❤❛r❞❧② ✈✐s✐❜❧❡✳
P❛r❛❧❧❡❧ ❢r❛❝t✉r❡s✱ ❡✐t❤❡r ♦♣❡♥ ♦r s❡❛❧❡❞✱ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ❈✶✼ s❛♠♣❧❡ ✭❋✐❣✳ ✷❜✮✱
s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ❝❛❧❝✐t❡ ✈❡✐♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡s str❡ss❡s ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ✈❡✐♥
✐♥ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ r♦❝❦✱ ♣r♦✈♦❦✐♥❣ ♥❡✇ ❢r❛❝t✉r❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ✇❤✐❝❤
✇✐❧❧ ❜❡ ✜❧❧❡❞ ❛t ❛ ❧❛t❡r t✐♠❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡s❡ s❡❛❧❡❞ ③♦♥❡s✱ ✇❤✐❝❤ s❡❡♠ t♦
❤❛✈❡ ❢♦r♠❡❞ ❞✉r✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ♦♣❡♥✐♥❣✴❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ❡♣✐s♦❞❡s✱ ❛r❡ t♦♦ ❝♦♠♣❧❡①
t♦ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❝❛sts ♦❢ s✐♥❣❧❡ ♣r❡✲❡①✐st✐♥❣ ❢r❛❝t✉r❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②
❢r♦♠ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦✱ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣❧❡① ③♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡❝♦♠❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ♦♣❡♥
tr❛♥s♣♦rt ③♦♥❡✱ ✐❢ t❤❡ ❝❛❧❝✐t❡ ✐s ❧❛t❡r ❞✐ss♦❧✈❡❞✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t✇♦ ③♦♥❡s✱ ❈✶✹ ❛♥❞ ❈✶✷ ✭❋✐❣s✳ ✹ ❛♥❞ ✷✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞
✐♥ ✉♥✐t ✶✱ ❛r❡ st✉❞✐❡❞✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✐t❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t②✱ ❈✶✹✱ ✐s st✉❞✐❡❞ ❜② ❧❛s❡r
♣r♦✜❧♦♠❡tr② ♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s✳ ❆s ❈✶✹ ✐s ❛ ❝♦r❡ ❢r❛❣♠❡♥t ❞❡t❛❝❤❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
❝♦♥s♦❧✐❞❛t❡❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦r❡✱ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❥♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ❝♦r❡ ✐s ♥♦t
❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ s✐❞❡s ❛r❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❛ss✐❣♥❡❞ ❛s ❜♦tt♦♠ ❛♥❞ t♦♣✳ ■♥
✺
❛❞❞✐t✐♦♥✱ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❛❧❝✐t❡ ❝♦♥t❡♥t ❛♥❞ t❤❡
✐♥✲s✐t✉ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❛❧❡❞ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ❛♥❞ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♠❛r❧✱
❛♥ ❳✲r❛② ❝♦♠♣✉t❡❞ t♦♠♦❣r❛♣❤② ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ❝❛❧❝✐t❡ ✈❡✐♥✱ ❈✶✷✳
❬❋✐❣✉r❡ ✹ ❛❜♦✉t ❤❡r❡✳❪
✹ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ❞✐s✲
❝♦♥t✐♥✉✐t② s✐❞❡s
✹✳✶ ▲❛s❡r ♣r♦✜❧❡r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡s
❚❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ♦❢ s✉r❢❛❝❡ ♣❛✐rs ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ❋✻✱ ❋✾✱ ❛♥❞ ❈✶✹ ✇❛s
♦❜t❛✐♥❡❞ ✭❋✐❣s✳ ✻✱ ✼✱ ✽✮ ✉s✐♥❣ ❛ ❧❛s❡r ♣r♦✜❧❡r ✭▼é❤❡✉st✱ ✷✵✵✷❀ ❙❝❤♠✐tt❜✉❤❧
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮✳ ❚❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t ✭❋✐❣✳ ✺❛✮ s❡♥❞s ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧❛s❡r ❜❡❛♠ ✭❞✐❛♠❡✲
t❡r ✸✵ ➭♠✮ t♦✇❛r❞s t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ■❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s ❞✐✛✉s✐✈❡ ❡♥♦✉❣❤✱ t❤❡ t✇♦
❝❤❛r❣❡✲❝♦✉♣❧❡❞ ❞❡✈✐❝❡s ✭❈❈❉✮ ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ❤❡❛❞ ❛r❡ ❛❜❧❡
t♦ r❡❣✐st❡r t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ s♣♦t ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❆ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦✲
❝❡❞✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜❡❢♦r❡ ❡❛❝❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢
t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❛s❡r ❤❡❛❞ ❛♥❞ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♥❣ s✉r❢❛❝❡ ✇✐t❤ ❛ ♣r❡❝✐✲
s✐♦♥ ♦❢ ✶ ➭♠✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦♥✲t❤❡✲✢✐❣❤t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛s❡r ❤❡❛❞
♠♦✈❡s ❛❧♦♥❣ ❛ r❡❣✉❧❛r ♣❧❛♥❛r ❛rr❛② ❛❜♦✈❡ t❤❡ s❝❛♥♥❡❞ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ❣r✐❞ ♠❡s❤
s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ t♦♣♦❣r❛♣❤② ♦❢ ❋✾ ❛♥❞ ❋✻ s✐❞❡s ✐s 40±2 ➭♠×40±0.1 ➭♠
✐♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ t♦♣♦❣r❛♣❤②
✐s ❛❜♦✉t 1 ➭♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t♦ r❡❞✉❝❡ ❝♦♠♣✉t❡r t✐♠❡✱ ✐♥ t❤✐s st✉❞②✱ t❤❡ ❤♦r✐✲
③♦♥t❛❧ ♣❧❛♥❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❢♦r ❋✻ ❜② ❛ ❝✉❜✐❝ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ t♦ ❛ ♠❡s❤
♦❢ 200 ➭♠× 200 ➭♠✳ ❚❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✐t❡ ✈❡✐♥ ❈✶✹
✇❛s ❛❧s♦ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦✜❧❡r ✭❋✐❣✳ ✺❜✮ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✲♣❧❛♥❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
150 ➭♠× 150 ➭♠✳
❲❤❡♥ ❞♦✐♥❣ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❋✾ ❛♥❞ ❋✻ s✉r❢❛❝❡s✱ ❡❛❝❤
s✉r❢❛❝❡ ✇❛s ✜①❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧②✳ ❆❢t❡r t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
✇❛s ✜♥✐s❤❡❞✱ ❛ ♠❡❛♥ ♣❧❛♥❡ ✇❛s ✜tt❡❞ ❜② ❛ ❧❡❛st ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ♠❡t❤♦❞ ♦♥ ❛
r❡❧❡✈❛♥t s✉❜s❡t ✭✐✳❡✳ ✇✐t❤♦✉t t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♥♦t❝❤❡s ♦r ♦✉t❧✐❡rs✮ ♦❢ t❤❡
♠❡❛s✉r❡❞ s✉r❢❛❝❡✳ ❆ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛①❡s ✐s t❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❣❡t t❤❡ s♦
❝❛❧❧❡❞ x− y ♣❧❛♥❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛♥ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❆ tr❛♥s❧❛t✐♦♥
❛❧♦♥❣ t❤❡ z−❛①✐s ✐s ❛❧s♦ ❛♣♣❧✐❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ✈❛❧✉❡s ✐s
❡q✉❛❧ t♦ 〈h〉 = 0✳ ■♥ ❋✐❣s✳ ✻✱ ✼ ❛♥❞ ✽✱ t❤❡ x ❛♥❞ y ❛①❡s ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ♣❧❛♥❡
♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✱ t❤❡ z−❛①✐s ❜❡✐♥❣ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r✳
❋♦r t❤❡ ♦♣❡♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s✱ ❧✐❦❡ ❋✻ ♦r ❋✾✱ t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ s✉r❢❛❝❡s
✇❤✐❝❤ ❛r❡ st✉❞✐❡❞ ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rts ♦❢ ❝♦r❡✱ ✇❤♦s❡ r❡❧❛t✐✈❡
♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❛ ♣r✐♦r✐ ❧♦st✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ❢♦r t❤❡ s❡❛❧❡❞ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ❈✶✹✱ t❤❡
t♦♣♦❣r❛♣❤② ♦❢ ❡❛❝❤ s✐❞❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ r♦❝❦ ♣✐❡❝❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
✻
✐❢✱ ✇❤❡♥ ❞♦✐♥❣ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ r✐❣✐❞ r❡❢❡r❡♥❝❡
❢r❛♠❡ ❝♦♠♠♦♥ ❢♦r ❜♦t❤ s✐❞❡s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✐♥❢❡r t❤❡✐r r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✭s❡❡ ♣❛✲
♣❡r ✷✮✳ ❚♦ t❤✐s ❛✐♠✱ s❛♠♣❧❡ ❈✶✹ ✇❛s ❞♦❝❦❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ r✐❣✐❞ ❜♦①✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✳ ✺❜✳
❬❋✐❣✉r❡ ✺ ❛❜♦✉t ❤❡r❡✳❪
❬❋✐❣✉r❡ ✻ ❛❜♦✉t ❤❡r❡✳❪
❬❋✐❣✉r❡ ✼ ❛❜♦✉t ❤❡r❡✳❪
❬❋✐❣✉r❡ ✽ ❛❜♦✉t ❤❡r❡✳❪
✹✳✷ ❉❡t❛✐❧❡❞ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❛❧❝✐t❡ s❡❛❧❡❞
❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ♠❛r❧ ❜✉❧❦ ✉s✐♥❣ ❳✲r❛② ❝♦♠✲
♣✉t❡❞ t♦♠♦❣r❛♣❤②
❖❜s❡r✈✐♥❣ s❛♠♣❧❡ ❈✶✹✱ ✭❋✐❣✳ ✹✮✱ ✐t ✇❛s ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
❝❛❧❝✐t❡ ❛♥❞ ♠❛r❧ ✇❛s ♥♦t ❛ ❝❧❡❛r ❜♦✉♥❞❛r② ❜✉t r❛t❤❡r ❛ ③♦♥❡ ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣
❝❛❧❝✐t❡ ❛♥❞ ❜❧❛❝❦ ♠❛r❧ ❧❛②❡rs✱ ❡❛❝❤ ❜❡✐♥❣ t❤✐♥♥❡r t❤❛♥ ✵✳✺ ♠♠✳ ❚♦ ❝❤❡❝❦
t❤❡ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❡✐♥ t♦ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣
❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♠❛r❧✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❈✶✷✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s t✇♦ ✈❡r② t❤✐♥ ❝❛❧❝✐t❡ ❧❛②❡r
✭≤ 1 ♠♠✮✱ ✇❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② ❳✲r❛② ❝♦♠♣✉t❡❞ t♦♠♦❣r❛♣❤② ✭❈❚✮✳
❋✐❣✉r❡ ✾❛ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭✷❉✮ s❧✐❞❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭✸❉✮ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✭❛①❡s x − y − z ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❈❚
❞❡✈✐❝❡✮✳ ❚❤❡ ❳✲r❛②s tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧
❞❡♥s✐t② ✭❡✳❣✳ s❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t♦♠♦❣r❛♣❤② ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐♥ ❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳
✭✷✵✵✹✮✮✿ t❤❡ ❞❛r❦ ♣❛rts ♦❢ ❋✐❣✳ ✾❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❧♦✇ ❞❡♥s✐t② ❛r❡❛s✳ ❚❤❡ ❝❛❧✲
❝✐t❡✱ ✇❤♦s❡ ❞❡♥s✐t② ✐s 2.7 ·103 ❦❣✴♠3✱ ❧♦♦❦s ❜r✐❣❤t❡r t❤❛♥ t❤❡ ❞r② ♠❛r❧✱ ✇❤✐❝❤
❤❛s ❛ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❛❜♦✉t 2.3 · 103 ❦❣✴♠3 ✭❈❛r♠✐❝❤❛❡❧✱ ✶✾✾✵✮✳ ❋♦r t❤✐s ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥t✱ t❤❡ ❝❛❧❝✐t❡ ❧❛②❡rs ✇❡r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ♦r✐❡♥t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ z−❛①✐s✳ ❚❤❡
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✐s♦tr♦♣✐❝ ❣r✐❞ ♠❡s❤❡s ♦❢ 90.2× 90.2× 90.2 ➭♠3✳
❆ ❞❡♥s✐t② ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡❧② ♣❡r✲
♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ❝❛❧❝✐t❡ ✈❡✐♥✱ ✐✳❡✳ ❛❧♦♥❣ x−♣r♦✜❧❡s ✭❋✐❣✳ ✾❜✮✳ ❆s t❤❡ ❝❛❧❝✐t❡
✐♥✜❧❧ ✐s ♥♦t ❛ ♣❡r❢❡❝t ♣❧❛♥❡✱ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❡❛❝❤ x−♣r♦✜❧❡s ✇❛s ❛❞❥✉st❡❞
s♦ t❤❛t x = 0 ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✐s ❜❡❧♦✇ ✸✪ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✐t❡ ❞❡♥s✐t②✳ ❋✐❣✲
✉r❡ ✾❜ s❤♦✇s t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❤ ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s✳ ❉❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ✇❡r❡
t❤❡♥ ❛✈❡r❛❣❡❞✱ ♦✈❡r ❛ s❡t ♦❢ 18 × 70 ♣r♦✜❧❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r t❤❡ z ❛♥❞ y
❛①❡s✱ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② st❡♣s ♦❢ ✹✳✺ ♠♠ ❛❧♦♥❣ z ❛♥❞ 90.2 ➭♠ ❛❧♦♥❣ y ✭❋✐❣✳ ✶✵✮✳
❚❤❡ ❝❛❧❝✐t❡ ❞❡♥s✐t② ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ✉♥✐ts ✐s ❛❜♦✉t 1 ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♠❛r❧ ❞❡♥s✐t②
✐s ❛❜♦✉t 0.8✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✵ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ③♦♥❡ r✐❝❤ ✐♥ ❝❛❧❝✐t❡
t♦ ❛ ③♦♥❡ ♣♦♦r ✐♥ ❝❛❧❝✐t❡ ♦❝❝✉rs ✐♥ t✇♦ st❡♣s✿ ❛ ✈❡r② s❤❛r♣ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦✈❡r
r♦✉❣❤❧② 0.15 ♠♠ ✭❧❡ss t❤❛♥ t✇♦ ❣r✐❞ ♠❡s❤❡s✮✱ ❛♥❞ ❛ s♠♦♦t❤❡r ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦✈❡r
✼
s❡✈❡r❛❧ ♠♠✳ ❚❤❡ ③♦♥❡ r✐❝❤ ✐♥ ❝❛❧❝✐t❡ ♣r♦❜❛❜❧② r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♦❢
✇❛t❡r r✐❝❤ ✐♥ ❝❛r❜♦♥❛t❡s ✐♥t♦ ❛♥ ♦♣❡♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t②✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ③♦♥❡ ✇♦✉❧❞
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ③♦♥❡ ✇✐t❤ ♠♦st❧② ♠❛r❧ ❛♥❞ ❧✐tt❧❡ ❝❛❧❝✐t❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❝♦♠❡
❢r♦♠ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r r✐❝❤ ✐♥ ❝❛r❜♦♥❛t❡s ❛❢t❡r t❤❡ ✇❛t❡r ❤❛s ❞✐✛✉s❡❞
✐♥t♦ t❤❡ ♣♦r♦s✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛r❧ ❜✉❧❦✳
❲✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ✉s❡ t❤❡s❡ ♣r♦✜❧❡s✱
s❡❧❡❝t ❛ ❣✐✈❡♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛t
t❤✐s t❤r❡s❤♦❧❞ ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ◆♦✐r✐❡❧ ✭✷✵✵✺✮✮✳ ❆s ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤✐s
✈❡✐♥ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❡❛s✐❧② s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♠❛r❧ ✕ ❝❡rt❛✐♥❧② ❞✉❡
t♦ t❤❡ ❝❛❧❝✐t❡ ❝♦♥t❡♥t ✐♥ t❤❡ ♠❛r❧ ❛♥❞ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s❤❛r♣ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥
❝❛❧❝✐t❡ ❝♦♥t❡♥t ✕✱ ✐t ✇❛s t❤❡♥ ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❝♦♠♣❛r❡❞ st✉❞② ♦❢
s✉❝❤ s✉r❢❛❝❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❞❡♥s✐t② t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ♦♥❡ ♠❡❛s✉r❡❞
❜② ❧❛s❡r ♣r♦✜❧♦♠❡tr②✳
❬❋✐❣✉r❡ ✾ ❛❜♦✉t ❤❡r❡✳❪
❬❋✐❣✉r❡ ✶✵ ❛❜♦✉t ❤❡r❡✳❪
✺ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦✉❣❤♥❡ss
♦❢ t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② s✉r❢❛❝❡s
❆ st❛t✐st✐❝❛❧ st✉❞② ❛❧♦♥❣ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② s✐❞❡s
✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❛s♣❡r✐t✐❡s
✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✱ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s t❤❛t ❝♦✉❧❞ ♣♦ss✐❜❧②
❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛t ❧❛r❣❡r s❝❛❧❡s✳
✺✳✶ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✾ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② s✐❞❡s
❆s s❡❡♥ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✶❛✱ ❝♦♠♣✉t❡❞
❢♦r ❋✾✱ t❤❡ ❡❧❡✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② s✐❞❡s ❢♦❧❧♦✇s ❛ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❤❛✈✐♥❣ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ 0.4 ± 0.05 ♠♠✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢
❡❧❡✈❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❛♥❞ t♦♣ s✐❞❡s ✐s ❛❜♦✉t 2.7♠♠✳
❬❋✐❣✉r❡ ✶✶ ❛❜♦✉t ❤❡r❡✳❪
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ❧❛✇s ♦❢
t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ❋✾ s✉r❢❛❝❡s✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡s ❛r❡ ♦r✐❡♥t❡❞ r❡❧❛t✐✈❡❧② t♦ ♦♥❡
❛♥♦t❤❡r ✭s❡❡ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ ♣❛♣❡r ✷✮✳
❚❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❡❧❡✈❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞
✭❋✐❣✳ ✶✶✮ ❢♦r ❡❛❝❤ s✐❞❡ ♦❢ ❋✾ ✭s❡❡ ▼❛r❛❝❤❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮ ♦r ▼é❤❡✉st ❛♥❞
❙❝❤♠✐tt❜✉❤❧ ✭✷✵✵✵✱ ✷✵✵✸✮ ❢♦r ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ st✉❞② ♦♥ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❛❝t✉r❡s✮✳ ❊st✐✲
♠❛t❡s ❛r❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤♦✉t t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♠❛❥♦r ✢❛✇s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧
✽
❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ❝♦r❡ t❤❛t ❛r❡ ❞✉❡ t♦ ❞❛♠❛❣❡ ❞✉r✐♥❣ ❝♦r✐♥❣✳ ❚❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡✲
❧❛t✐♦♥ C2 ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❛❧ ❞♦♠❛✐♥✱ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ sq✉❛r❡ r♦♦t ♦❢
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡✈❛t✐♦♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✿
C2
(
~∆
)
=
√〈[
z
(−−→
OM + ~∆
)
− z
(−−→
OM
)]2〉
, ✭✶✮
✇❤❡r❡ z ✐s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡❧❡✈❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ ♣❧❛♥❡✱ ~∆(∆x,∆y)
t❤❡ ❧❛❣ ✈❡❝t♦r ✭✐✳❡✳ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❞✐st❛♥❝❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠✲
♣✉t❡❞✮✱ ❛♥❞ 〈〉 ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡
s♣❛t✐❛❧ ♣♦✐♥ts M s♦ t❤❛t z
(−−→
OM
)
❛♥❞ z
(−−→
OM + ~∆
)
❛r❡ ❞❡✜♥❡❞✳ ❙❡❧❢✲❛✣♥❡
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s✉r❢❛❝❡s ✇❡r❡ t❡st❡❞ ❜② ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✐❢ ✭❡✳❣✳ ❇❛r❛❜às✐ ❛♥❞ ❙t❛♥❧❡②
✭✶✾✾✺✮✮✿
C2 (∆) = C2 (∆0)
(
∆
∆0
)ζ
✭✷✮
✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞✱ ✇❤❡r❡ ζ ✐s t❤❡ ❍✉rst ❡①♣♦♥❡♥t✱ ∆0 ✐s 1 ♠♠ ❛♥❞ ∆ ✐s t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢
~∆✳
❬❋✐❣✉r❡ ✶✷ ❛❜♦✉t ❤❡r❡✳❪
❋✐❣✉r❡ ✶✷ s❤♦✇s t❤❡ ✶❉ ♣❧♦t ♦❢ log10 [C2 (∆)/∆0] ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ log10 [∆/∆0]
❢♦r t✇♦ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✭❤❡r❡❛❢t❡r ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❛s ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s s❤♦✇✐♥❣
t❤❡ ❧❛r❣❡st ❛♥✐s♦tr♦♣②✮✿ θ = 10➦✱ θ = −80➦✱ ✇❤❡r❡ θ ✐s t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
x−❛①✐s ❛♥❞ ~∆✳ ❆ ❧✐♥❡❛r tr❡♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ✜tt❡❞ ❢♦r ❧❛❣s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ 0.04 ♠♠
t♦ 7 ♠♠✱ ❢♦r t❤❡s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❆s t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✮ tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦✿
log10
[
C2(∆)
∆0
]
= ζ log10
[
∆
∆0
]
+ log10
[
C2(∆0)
∆0
]
, ✭✸✮
t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ s✉❝❤ ❛ ♣❧♦t ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s s❡❧❢✲❛✣♥❡ ✐♥ t❤❡ θ
❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ζ ❛♥❞ C2 (∆0) ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s❤♦✇ t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②
♦❢ ζ ❛♥❞ C2 (∆0) ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ θ✱ ❛ ♣♦❧❛r ♣❧♦t ♦❢ ❜♦t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ❛❧s♦
s❤♦✇♥ ✭❋✐❣✳ ✶✸✮✱ ✇❤❡r❡ C2 (∆0) ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ C2 ❛t ✶ ♠♠✳
❚❤❡ ❍✉rst ❡①♣♦♥❡♥t ❝♦♠♣✉t❡❞ s♦✱ s❧✐❣❤t❧② ✈❛r✐❡s ✭❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢±0.02✮ ❛r♦✉♥❞
✵✳✻✾ ✭❜♦tt♦♠ s✐❞❡✮ ♦r ✵✳✼✹ ✭t♦♣ s✐❞❡✮ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡
C2 (∆0) ❛❧s♦ r❡❣✉❧❛r❧② ✈❛r✐❡s ✭❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ±0.02 ♠♠✮ ❛r♦✉♥❞ 0.09 ♠♠ ✭t♦♣
s✐❞❡✮ ❛♥❞ 0.11 ♠♠ ✭❜♦tt♦♠ s✐❞❡✮✱ ✇✐t❤ ❡①tr❡♠❛ ❢♦r θ ❡q✉❛❧s t♦ ✶✵➦ ❛♥❞ −80➦✳
❬❋✐❣✉r❡ ✶✸ ❛❜♦✉t ❤❡r❡✳❪
❚❤❡ ❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ log10 [C2 (∆)/∆0] ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❞♦❡s ♥♦t ✜t ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ r❛♥❣❡s ♦❢
∆✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♦❜s❡r✈❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ tr❡♥❞s ♦✈❡r ✈❛r✐♦✉s r❛♥❣❡s
♦❢ ∆✱ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ log10 [C2 (∆)/∆0] ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r ❝♦♦r❞✐✲
♥❛t❡s (log10 (∆/lp) , θ) ✭❊❜♥❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮ ✐s ❛❧s♦ s❤♦✇♥✱ ✇❤❡r❡ lp ✐s ✵✳✵✹ ♠♠✱
✾
✐✳❡✳ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♣✐①❡❧ s✐③❡ ✉s❡❞ ❢♦r t♦♣♦❣r❛♣❤② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✭❋✐❣ ✶✹✮✳ ■❢
t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ s❡❧❢✲❛✣♥❡ ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ r❛♥❣❡s✱ t❤❡♥ t❤❡
✐s♦✈❛❧✉❡ ❧✐♥❡s ❛r❡ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❝✐r❝❧❡s r❡❣✉❧❛r❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞✳ ❆♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝
s❡❧❢✲❛✣♥❡ s✉r❢❛❝❡ ✇♦✉❧❞ tr❛♥s❧❛t❡ ✐♥ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❡q✉❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥
❝✐r❝✉❧❛r ✐s♦✈❛❧✉❡ ❧✐♥❡s✳ ❋✐❣ ✶✹❛✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ♦❢ t❤❡ ❜♦tt♦♠
s✐❞❡ ♦❢ ❋✾✱ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❍✉rst ❡①♣♦♥❡♥t ❛♥❞ C2 (∆0) ❛r❡
♦❢ s❡❝♦♥❞❛r② ♦r❞❡r✳ ❆ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ✜❣✉r❡ ✇❛s ❛❧s♦ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ t♦♣ s✐❞❡ ♦❢
❋✾✳ ❋♦r ❜♦t❤ s✉r❢❛❝❡s✱ t❤❡ ✜t ♦❢ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ❧❛✇s ❝❛♥ ✜♥❛❧❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡❧②
❜❡ ❞♦♥❡ ❜② log10 [C2 (∆)/∆0] = 0.75 log10 [∆/∆0] − 1.07✱ ✐✳❡✳ ζ = 0.75 ❛♥❞
C2 (∆0) = 0.09 ♠♠✱ ❢r♦♠ ∆ = 0.04 ♠♠ t♦ ∆ = 7 ♠♠✳
❊st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❍✉rst ❡①♣♦♥❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ C2 ♠❡t❤♦❞ r❡q✉✐r❡s ❛ ❧✐♥❡❛r ✜t ♦❢
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✮✳ ❆s t❤❡ ❞❛t❛ ❝♦♥t❛✐♥s ✐♥❤❡r❡♥t ♥♦✐s❡✱ t❤❡ ❍✉rst ❡①♣♦♥❡♥t ❞❡t❡r✲
♠✐♥❡❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✜tt✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞✱ ❛❜♦✈❡ ❛❧❧✱ ♦♥ t❤❡ ❝❤♦s❡♥
r❛♥❣❡ ♦❢ ∆ ✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ✜t✳ ❚❤❡ C2 ♠❡t❤♦❞ ♠✐❣❤t ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡ t❤❡
❍✉rst ❡①♣♦♥❡♥t ✭❙❝❤♠✐tt❜✉❤❧ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✺❜❀ ❘❡♥❛r❞ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✱ ❜✉t ❤❛s t❤❡
❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❡❛s✐❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ✷❉ ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♥❛t✉r❛❧ s✉r❢❛❝❡s✳ ❚❤❡
st✉❞② ✐s ✐♥ ❛♥② ❝❛s❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳
❬❋✐❣✉r❡ ✶✹ ❛❜♦✉t ❤❡r❡✳❪
✺✳✷ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✻ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② s✐❞❡s
❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡✈❛t✐♦♥ ✇❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ❜♦t❤
s✐❞❡s ♦❢ ❋✻ ✭❋✐❣✳ ✶✶❜✮✳ ❇♦t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✜tt❡❞
✇✐t❤ ❛ ♥♦r♠❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛✈✐♥❣ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢
0.5± 0.05 ♠♠✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❡❧❡✈❛t✐♦♥ ✐s s❧✐❣❤t❧② ♠♦r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ❋✾ s✐❞❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❧❡ss ❛❧t❡r❡❞✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ log10 [C2 (∆)/∆0]
❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ log10 [∆/∆0] ✭❋✐❣✳ ✶✺✮ ✇❛s ❛❧s♦ ♣❧♦tt❡❞ ❢♦r t✇♦ ❞✐r❡❝t✐♦♥s
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s θ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❛♥✐s♦tr♦♣② ❢♦r ❡❛❝❤
s✐❞❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛s ❢♦r ❋✾✱ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ♦❢ t❤❡ ❜♦tt♦♠ s✐❞❡ ♦❢ ❋✻ ✐s ❜❛r❡❧②
♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ✭✜❣✉r❡ ✶✹❜✮✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ ❛ s✐♠✐❧❛r ♣❧♦t ❢♦r t❤❡ t♦♣ s✐❞❡ ❜♦t❤ ❤❛s
❜❡❡♥ ♠❛❞❡✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦♣ s✐❞❡ ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡
❜♦tt♦♠ ♦♥❡✳ ❇♦t❤ s✉r❢❛❝❡s ❛r❡ ❛❧s♦ s❡❧❢✲❛✣♥❡✱ ❢r♦♠ r♦✉❣❤❧② 0.3♠♠ t♦ 10♠♠✳
❚❤❡ ❍✉rst ❡①♣♦♥❡♥t ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r t❤❡s❡ r❛♥❣❡s✱ r❡❣✉❧❛r❧② ✈❛r✐❡s ✭❛♠♣❧✐t✉❞❡
♦❢ ±0.02✮ ❛r♦✉♥❞ ✵✳✼✵ ✭❜♦tt♦♠ s✐❞❡✮ ♦r ✵✳✼✻ ✭t♦♣ s✐❞❡✮✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛♥❣❧❡
✭❋✐❣✳ ✶✸❛✮✳ ❚❤❡ C2 (∆0) ✈❛❧✉❡ ❛❧s♦ r❡❣✉❧❛r❧② ✈❛r✐❡s ✭❜② ±0.02 ♠♠✮ ❛r♦✉♥❞
0.12 ♠♠ ✭t♦♣ s✐❞❡✮ ❛♥❞ 0.10 ♠♠ ✭❜♦tt♦♠ s✐❞❡✮ ✭❋✐❣✳ ✶✸❜✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s
s❝❛❧✐♥❣ ❧❛✇ ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❋✾ s✐❞❡s✱ ❛♥❞ ❛s ♠♦st ♦❜s❡r✈❡❞ ❢r❛❝t✉r❡
s✉r❢❛❝❡s ✭❇♦✉❝❤❛✉❞✱ ✶✾✾✼✮✳
❬❋✐❣✉r❡ ✶✺ ❛❜♦✉t ❤❡r❡✳❪
✶✵
✺✳✸ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❈✶✹ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② s✐❞❡s
C2 ✇❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r t❤❡ s✐❞❡s ♦❢ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ❈✶✹✱ ❛♥❞ log10 [C2 (∆)/∆0]
✇❛s ♣❧♦tt❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ log10 [∆/∆0] ❢♦r t✇♦ ❞✐r❡❝t✐♦♥s θ ✭❋✐❣✳ ✶✺✮✳ ❆
❧✐♥❡❛r tr❡♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢r♦♠ ✵✳✸ ♠♠ t♦ ✶✵ ♠♠✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ❛
s❡❧❢✲❛✣♥❡ ❧❛✇ ❝❛♥ ❜❡ ✜tt❡❞✳ ❆s s❤♦✇♥ ❜② ✜❣✉r❡ ✶✸✱ ❢♦r ❜♦t❤ ❈✶✹ s✉r❢❛❝❡s✱ C2
✐s s❧✐❣❤t❧② ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝✱ ✇✐t❤ C2 (∆0) ✈❛❧✉❡s ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ✈❛r②✐♥❣ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ ✵✳✷✸ ✭❜② ❛♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ±0.04 ♠♠✮ ❢♦r t❤❡ ❜♦tt♦♠
s✐❞❡ ❛♥❞ ❛r♦✉♥❞ ✵✳✷✻ ✭❜② ❛♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ±0.06 ♠♠✮ ❢♦r t❤❡ t♦♣ s✐❞❡✱ ✇✐t❤
❡①tr❡♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛r♦✉♥❞ θ ❡q✉❛❧ t♦ ±✹✺➦✳ ❚❤❡ ❍✉rst ❡①♣♦♥❡♥t ❛❧s♦ s❤♦✇s ❛♥
❛♥✐s♦tr♦♣②✱ ❛s ✐t ✈❛r✐❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢±0.06✮ ❛r♦✉♥❞
✵✳✼✵ ✭t♦♣✮ ❛♥❞ ✵✳✼✻ ✭❜♦tt♦♠✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s✐❞❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧②
♦r✐❡♥t❡❞ t♦ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r ✭s❡❡ ♣❛♣❡r ✷✮✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❝❛♥
❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ s✉r❢❛❝❡s✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t♦ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ s❡❧❢✲❛✣♥❡
s✉r❢❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢✉❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❋✐❣s ✶✹❝ ❛♥❞ ❞ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s log10 [C2 (∆)/∆0]
❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s (log10 (∆/lp) , θ) ❢♦r ❜♦t❤ s✉r❢❛❝❡s✳ ■t
❛❧s♦ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❞✐r❡❝t✐♦♥ s❧✐❣❤t❧② ❡✈♦❧✈❡s ✇✐t❤ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢
s❝❛❧❡s ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ C2 ✈❛❧✉❡s ✐s ❧❛r❣❡r ❢♦r t❤❡ t♦♣ s✉r❢❛❝❡ t❤❛♥ ❢♦r t❤❡
❜♦tt♦♠ ♦♥❡✳ ❇② ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ r♦❝❦ s❛♠♣❧❡✱ ✐t ✇❛s ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t t❤✐s ❛♥✐s♦tr♦♣②
♠✐❣❤t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❛❧♦♥❣ ❛ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳
■t t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❡✛❡❝t✱ ❛ r♦✉❣❤ ❝♦♠♠♦♥
s❡❧❢✲❛✣♥❡ ✜t ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✇✐t❤ ζ = 0.75 ✭s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❋✾ ❛♥❞ ❋✻✮✱ ❛♥❞
C2 (∆0) = 0.25 ♠♠ ✭♠♦r❡ t❤❛♥ t✇✐❝❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❋✻ ❛♥❞ ❋✾✮✳
✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❆ ❝❛r❡❢✉❧ ❝♦r✐♥❣ ❛❧❧♦✇❡❞ ✉s t♦ st✉❞② t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ t②♣✐✲
❝❛❧ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❜❡❞r♦❝❦ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❧❛♥❞s❧✐❞❡
③♦♥❡s ♥❡❛r ❉r❛✐① ✭❋r❡♥❝❤ ❆❧♣s✮✳ ❚❤r❡❡ s❡ts ♦❢ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐s✲
t✐♥❣✉✐s❤❡❞✿ t❤❡ ❢✉❧❧② ♦♣❡♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s✱ t❤♦s❡ ✜❧❧❡❞ ❜② ❛❧t❡r❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧
❛♥❞ ❝❧❛②✱ ❛♥❞ t❤♦s❡ s❡❛❧❡❞ ✇✐t❤ ❝❛❧❝✐t❡✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ❛ ❧❛s❡r ♣r♦✲
✜❧❡r ❤❛✈❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ■t ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t
t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❡❧❡✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡♥ ✭❋✾✮ ❛♥❞ ❝❧❛②
✜❧❧❡❞ ✭❋✻✮ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ✐s ♥♦r♠❛❧✱ ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r ❘▼❙ ❢♦r t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠
s✐❞❡s✳ ■t ✇❛s ❛❧s♦ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡s ♦❢ ❋✻ ❛♥❞ ❋✾ ❛r❡ s❡❧❢✲❛✣♥❡ ✉♥❞❡r
❛ ❧✐♠✐t❡❞ r❛♥❣❡✱ ✇✐t❤ ❧✐tt❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍✉rst ❡①♣♦♥❡♥t ❛♥❞ ♣r❡❢❛❝t♦r
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ s✉r❢❛❝❡s✳ ❚❤❡ s✉r❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡
s❡❛❧❡❞ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ❈✶✹ ✇❡r❡ ❛❧s♦ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ s❡❧❢✲❛✣♥❡✱ ❢♦r ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ s❝❛❧❡
✵✳✸ ♠♠ t♦ 1 ❝♠✱ ✇✐t❤ ✈✐s✐❜❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍✉rst ❡①♣♦♥❡♥t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❋♦r ❡❛❝❤ s✉r❢❛❝❡✱ t❤❡ ❍✉rst ❡①♣♦♥❡♥t r❛♥❣❡ ❛r♦✉♥❞ ✵✳✼✺±0.05✱
✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s r♦❝❦s
✭P♦✇❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✼❀ ❈♦① ❛♥❞ ❲❛♥❣✱ ✶✾✾✸❀ ❙❝❤♠✐tt❜✉❤❧ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✸✱ ✶✾✾✺❛✮✳
✶✶
❙✉❝❤ ❛ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ❛❧❧♦✇s ❢✉rt❤❡r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦♣❡rt✐❡s
✭s❡❡ ♣❛♣❡r ✷✮✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❜② ❳✲r❛② ❝♦♠♣✉t❡❞ t♦♠♦❣r❛♣❤② ♣r♦✈✐❞❡❞
q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛❜♦✉t t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡
❝❛❧❝✐t❡✲♠❛r❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❝❛❧❝✐t❡ t♦ ♠❛r❧ ❞❡♥s✐t② ♦❝❝✉rs ✐♥
t✇♦ st❡♣s✿ ❛ s❤❛r♣ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ♦♥ ❛❜♦✉t 0.15 ♠♠✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛
s♠♦♦t❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♠♠✳
❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ❏♦sé ❖rt❡❣❛ ❢♦r ❤✐s ❤❡❧♣ ❢♦r t❤❡ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦r❡✳ ❲❡ ❛❧s♦ t❤❛♥❦ ❏❡❛♥✲P❤✐❧❧✐♣❡ ▼❛❧❡t ❛♥❞ ❆❧❡①❛♥❞r❡
❘❡♠❛îtr❡ ❢♦r ✉s❡❢✉❧ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s ❛❜♦✉t ❉r❛✐① ✜❡❧❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
●ré❣♦r② ❇✐è✈r❡ ❢♦r ❤❡❧♣❢✉❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❙❈✶ ❞r✐❧❧✐♥❣✳
❘❡❢❡r❡♥❝❡s
❆♥t♦✐♥❡✱ P✳✱ ●✐r❛✉❞✱ ❆✳✱ ▼❡✉♥✐❡r✱ ▼✳✱ ❛♥❞ ✈❛♥ ❆s❝❤✱ ❚✳ ✭✶✾✾✺✮✳ ●❡♦❧♦❣✐❝❛❧
❛♥❞ ❣❡♦t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ✧❚❡rr❡s ◆♦✐r❡s✧ ✐♥ s♦✉t❤❡❛st❡r♥ ❢r❛♥❝❡✿
❲❡❛t❤❡r✐♥❣✱ ❡r♦s✐♦♥✱ s♦❧✐❞ tr❛♥s♣♦rt ❛♥❞ ✐♥st❛❜✐❧✐t②✳ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ●❡♦❧♦❣②✱
✹✵✿✷✷✸✕✷✸✹✳
❆✉r❛❞♦✉✱ ❍✳✱ ❉r❛③❡r✱ ●✳✱ ❍✉❧✐♥✱ ❏✳ P✳✱ ❛♥❞ ❑♦♣❧✐❦✱ ❏✳ ✭✷✵✵✺✮✳ P❡r♠❡❛❜✐❧✲
✐t② ❛♥✐s♦tr♦♣② ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ s❤❡❛r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ r♦✉❣❤ ❢r❛❝t✉r❡ ✇❛❧❧s✳
❲❛t❡r ❘❡s♦✉r❝❡s ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✹✶✭✾✮✿✶✕✶✵✳
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✽✹✶✳
▼❛r❛❝❤❡✱ ❆✳✱ ❘✐ss✱ ❏✳✱ ●❡♥t✐❡r✱ ❙✳✱ ❛♥❞ ❈❤✐❧ès✱ ❏✳ P✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ❈❤❛r❛❝✲
t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ r♦❝❦ ❢r❛❝t✉r❡ s✉r❢❛❝❡ ❜② ❣❡♦st❛t✐s✲
t✐❝s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ❢♦r ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❞ ❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s ✐♥
●❡♦♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ ✷✻✭✾✮✿✽✼✸✕✽✾✻✳
▼❛t❤②s✱ ◆✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❆♥❛❧②s❡ ❡t ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ à ❞✐✛ér❡♥t❡s
é❝❤❡❧❧❡s ❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞✬ér♦s✐♦♥ ❡t ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ❞❡ ♠❛tér✐❛✉①
s♦❧✐❞❡s✳ ❈❛s ❞❡s ♣❡t✐ts ❜❛ss✐♥s ✈❡rs❛♥ts ❞❡ ♠♦♥t❛❣♥❡ s✉r ♠❛r♥❡
✭❉r❛✐①✱ ❆❧♣❡s✲❞❡✲❍❛✉t❡s✲Pr♦✈❡♥❝❡✮✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ■◆P ●r❡♥♦❜❧❡✳
▼é❤❡✉st✱ ❨✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ➱❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❢r❛❝t✉r❡s ♦✉✈❡rt❡s✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱
❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s ❙✉❞✳
▼é❤❡✉st✱ ❨✳ ❛♥❞ ❙❝❤♠✐tt❜✉❤❧✱ ❏✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ❋❧♦✇ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ ❛ r♦✉❣❤
❢r❛❝t✉r❡✳ ●❘▲✱ ✷✼✿✷✾✽✾✕✷✾✾✷✳
▼é❤❡✉st✱ ❨✳ ❛♥❞ ❙❝❤♠✐tt❜✉❤❧✱ ❏✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❙❝❛❧❡ ❡✛❡❝ts r❡❧❛t❡❞ t♦ ✢♦✇ ✐♥ r♦✉❣❤
❢r❛❝t✉r❡s✳ P✉r❡ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❡❞ ●❡♦♣❤②s✐❝s✱ ✶✻✵✭✺✲✻✮✿✶✵✷✸✕✶✵✺✵✳
▼❡r②✱ ❈✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❊t✉❞❡ ♣étr♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❡t ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❡♥ ❢♦r❛❣❡ ❞✬✉♥
♠❛ss✐❢ ♠❛r♥❡✉① ❢r❛❝t✉ré s✉r ❧❡ s✐t❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❉r❛✐①✳ ▼❛st❡r✬s
t❤❡s✐s✱ ❉é♣❛rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❊♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t ❞❡s ❙❝✐❡♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ❚❡rr❡ ❡t ❞❡
❧✬❊♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ▼♦♥t♣❡❧❧✐❡r✳
◆❡✉✈✐❧❧❡✱ ❆✳✱ ❚♦✉ss❛✐♥t✱ ❘✳✱ ❛♥❞ ❙❝❤♠✐tt❜✉❤❧✱ ❏✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❋r❛❝t✉r❡ ❛♣❡rt✉r❡
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿ ❛ ❝❛s❡ st✉❞②
❛t ❉r❛✐① ✭❋r❡♥❝❤ ❆❧♣s✮✳ ❍②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ Pr♦❝❡ss❡s✱ ❙♣❡❝✐❛❧ ✐ss✉❡✱ ❤②❞r♦❧♦❣②
♦❢ ❝❧❛② s❤❛❧❡s ❛♥❞ ❝❧❛②❡② s❡❞✐♠❡♥ts✳ ❙✉❜♠✐tt❡❞✱ ✐♥ r❡✈✐s✐♦♥✳
◆♦✐r✐❡❧✱ ❈✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❡t à ❧❛
♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❝❡ss✉s ❝♦♥trô❧❛♥t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❣é♦❝❤✐♠✐q✉❡✱
str✉❝t✉r❛❧❡ ❡t ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s r♦❝❤❡s ✜ss✉ré❡s ❝❛r❜♦♥❛té❡s✳ P❤❉ t❤❡✲
s✐s✱ ➱❝♦❧❡ ❞❡s ▼✐♥❡s ❞❡ P❛r✐s✳
P❧♦✉r❛❜♦✉é✱ ❋✳✱ ❑✉r♦✇s❦✐✱ P✳✱ ❇♦✛❛✱ ❏✳ ▼✳✱ ❍✉❧✐♥✱ ❏✳ P✳✱ ❛♥❞ ❘♦✉①✱ ❙✳ ✭✷✵✵✵✮✳
❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞② ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ r♦✉❣❤ s❡❧❢✲❛✣♥❡ ❢r❛❝✲
t✉r❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♥t❛♠✐♥❛♥t ❍②❞r♦❧♦❣②✱ ✹✻✿✷✾✺✕✸✶✽✳
P♦✇❡r✱ ❲✳✱ ❚✉❧❧✐s✱ ❚✳✱ ❇r♦✇♥✱ ❙✳✱ ❇♦✐t♥♦tt✱ ●✳✱ ❛♥❞ ❙❝❤♦❧③✱ ❈✳ ✭✶✾✽✼✮✳ ❘♦✉❣❤✲
♥❡ss ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ❢❛✉❧t s✉r❢❛❝❡s✳ ●❡♦♣❤②s✐❝❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤ ▲❡tt❡rs✱ ✶✹✭✶✮✿✷✾✕✸✷✳
❘❡♥❛r❞✱ ❋✳✱ ❱♦✐s✐♥✱ ❈✳✱ ▼❛rs❛♥✱ ❉✳✱ ❛♥❞ ❙❝❤♠✐tt❜✉❤❧✱ ❏✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❍✐❣❤ r❡s♦✲
❧✉t✐♦♥ ✸❞ ❧❛s❡r s❝❛♥♥❡r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❛ str✐❦❡✲s❧✐♣ q✉❛♥t✐❢② ✐ts ♠♦r♣❤♦✲
❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❛t ❛❧❧ s❝❛❧❡s✳ ●❡♦♣❤②s✐❝❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤ ▲❡tt❡rs✱ ✸✸✭✹✮✳
✶✹
❙❝❤♠✐tt❜✉❤❧✱ ❏✳✱ ●❡♥t✐❡r✱ ❙✳✱ ❛♥❞ ❘♦✉①✱ ❙✳ ✭✶✾✾✸✮✳ ❋✐❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡
r♦✉❣❤♥❡ss ♦❢ ❢❛✉❧t s✉r❢❛❝❡s✳ ●❡♦♣❤②s✐❝❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤ ▲❡tt❡rs✱ ✷✵✭✽✮✿✻✸✾✕✻✹✶✳
❙❝❤♠✐tt❜✉❤❧✱ ❏✳✱ ❙❝❤♠✐tt✱ ❋✳✱ ❛♥❞ ❙❝❤♦❧③✱ ❈✳ ✭✶✾✾✺❛✮✳ ❙❝❛❧✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢
❝r❛❝❦ s✉r❢❛❝❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ●❡♦♣❤②s✐❝❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✶✵✵✭❇✹✮✿✺✾✺✸✕✺✾✼✸✳
❙❝❤♠✐tt❜✉❤❧✱ ❏✳✱ ❙t❡②❡r✱ ❆✳✱ ❏♦✉♥✐❛✉①✱ ▲✳✱ ❛♥❞ ❚♦✉ss❛✐♥t✱
❘✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❋r❛❝t✉r❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❛♥❞ ✈✐s❝♦✉s tr❛♥s♣♦rt✳
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❘♦❝❦ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ✫ ▼✐♥✐♥❣ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✹✺✿✹✷✷✕
✹✸✵✳
❙❝❤♠✐tt❜✉❤❧✱ ❏✳✱ ❱✐❧♦tt❡✱ ❏✳✱ ❛♥❞ ❘♦✉①✱ ❙✳ ✭✶✾✾✺❜✮✳ ❘❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ s❡❧❢✲❛✣♥❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ P❤②s✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❊✱ ✺✶✿✶✸✶✕✶✹✼✳
❚❡r③❛❣❤✐✱ ❑✳ ✭✶✾✸✻✮✳ ❚❤❡ s❤❡❛r✐♥❣ r❡s✐st❛♥❝❡ ♦❢ s❛t✉r❛t❡❞ s♦✐❧s ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❣❧❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡s ♦❢ s❤❡❛r✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s✱ ✶st ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡
♦♥ ❙♦✐❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✱ ♣❛❣❡s ✺✹✕✺✻✱
❈❛♠❜r✐❞❣❡✱ ❯❙❆✳
❱✐❝❡♥t❡ ❙✐❧✈❡str❡✱ ▼✳ ❱✳✱ ❘✐❜❡✐r♦ ❡ ❙♦✉s❛✱ ▲✳✱ ❛♥❞
❍❛❝❦✱ ❘✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ▲❛❜♦r❛t♦r② st✉❞② ♦❢ ❣❡♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
❛♥❞ ❤②❞r♦✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s✳
◆❡✇s ❏♦✉r♥❛❧ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙♦❝✐❡t② ❢♦r ❘♦❝❦ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ✭■❙❘▼✮✱ ✼✭✷✮✿✾✕
✶✺✳
❲②❧❧✐❡✱ ❉✳ ❈✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦♥ r♦❝❦✳ ❙♣♦♥ Pr❡ss✱ ▲♦♥❞♦♥✱ ❯✳❑✳✱ 2♥❞
❡❞✐t✐♦♥✳
❨❛♠❛❦♦s❤✐✱ ❚✳✱ ▼❛t❤②s✱ ◆✳✱ ❛♥❞ ❑✐♦t③✱ ❙✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❚✐♠❡✲❧❛♣s❡ ✈✐❞❡♦ ♦❜s❡r✲
✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❡r♦s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ♦♥ t❤❡ ❇❧❛❝❦ ▼❛r❧s ❜❛❞❧❛♥❞s ✐♥ t❤❡ ❙♦✉t❤❡r♥
❆❧♣s✱ ❋r❛♥❝❡✳ ❊❛rt❤ ❙✉r❢❛❝❡ Pr♦❝❡ss❡s ❛♥❞ ▲❛♥❞❢♦r♠s✱ ✸✹✭✷✮✿✸✶✹✕✸✶✽✳
❩❤❛♥❣✱ ❙✳✱ ▲❛✐✱ ❨✳✱ ❩❤❛♥❣✱ ❳✳✱ P✉✱ ❨✳✱ ❛♥❞ ❨✉✱ ❲✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❙t✉❞② ♦♥ t❤❡ ❞❛♠✲
❛❣❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ r♦❝❦ ❢r♦♠ ❛ ❝♦❧❞✲r❡❣✐♦♥ t✉♥♥❡❧ ✉♥❞❡r ❢r❡❡③✲
t❤❛✇ ❝②❝❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❯♥❞❡r❣r♦✉♥❞ ❙♣❛❝❡ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱
✶✾✿✷✾✺✕✸✵✷✳
✶✺
❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❆❡r✐❛❧ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤② ❛♥❞ r✐✈❡r ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ♠♦❞✐✜❡❞ ❛❢t❡r
✇✇✇✳❣❡♦♣♦rt❛✐❧✳❢r ✭●❡♦♣♦rt❛✐❧✱ ✷✵✵✾✮✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧
❙❈✶ ✭✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛❜❡❧ ❙❈✶✱ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❧♦♥❣✐t✉❞❡ ✵✻➦✷✶✬✹✸✑❊ ❛♥❞ ❧❛t✐✲
t✉❞❡ ✹✹➦✵✽✬✸✵✑◆ ✐♥ t❤❡ ❲●❙✽✹ st❛♥❞❛r❞✮✳ ❚❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❝❛t❝❤♠❡♥ts ❛r❡
t❤❡ ▲❛✈❛❧ ❛♥❞ ▼♦✉❧✐♥ ♦♥❡s✳ ❚❤❡ ♥❡❛r❡st t♦✇♥ ✐s ❉r❛✐①✱ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ✶✳✻ ❦♠
s♦✉t❤✲❡❛st ❢r♦♠ t❤❡ ✇❡❧❧ ❙❈✶✳
✶✻
❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❛✳ ❙tr❛t✐❣r❛♣❤✐❝ ❧♦❣ ❛❢t❡r t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❏✳ ❖rt❡❣❛ ❛♥❞
❏✳✲P✳ ▼❛❧❡t✳ ❜✳ P✐❝t✉r❡ ♦❢ t②♣✐❝❛❧ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ✇✐t❤ ❞❡♣t❤✳ ❙❝❛❧❡ ♦♥ t❤❡
♣✐❝t✉r❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ r✉❧❡r ✐♥ ❝♠✳
✶✼
❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❛✳ ❋❛❝✐♥❣ s✉r❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ❋✾✳ ❖①✐❞✐③❡❞ ③♦♥❡s ❝❛♥ ❜❡
♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ ❜♦t❤ ❢❛❝❡s✳ ❜✳ ❋❛❝✐♥❣ s✉r❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ❋✻✱ ❝♦✈❡r❡❞
✇✐t❤ ❛ ❧❛②❡r ♦❢ ❝❧❛②✳ ❚❤✐s ❧❛②❡r ✇❛s r❡♠♦✈❡❞ ❜❡❢♦r❡ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②
♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡s✳
✶✽
❋✐❣✉r❡ ✹✿ Pr♦✜❧❡ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✐t❡ ✈❡✐♥✱ ❈✶✹✱ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ✶✹ ♠ ❞❡♣t❤ ♥❡❛r
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ③♦♥❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷❜✳ ❚❤❡ ♣✐❝t✉r❡ s❤♦✇s t❤❡ t②♣✐❝❛❧ t❤✐❝❦♥❡ss
♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✐t❡ ✈❡✐♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r
str✉❝t✉r❡✳
✶✾
❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❛✳ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦✜❧❡r✳ ❚❤❡ ❧❡tt❡r ✬❱✬ st❛♥❞s
❢♦r t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❜❡❛♠✱ ❛♥❞ ✬❘✬ ❢♦r t❤❡ ❧✐❣❤t r❡✢❡❝t❡❞ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❈❈❉✳ ❜✳ ▼❡❛✲
s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❝❛❧❝✐t❡ ✈❡✐♥ ❈✶✹ ✇✐t❤ ❧❛s❡r ♣r♦✜❧❡r✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ✇❡❞❣❡❞ ✐♥ ❛
❜♦① ✇❤❡r❡ t✇♦ ✇✐♥❞♦✇s ❛❧❧♦✇ t♦ s❡❡ t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳
❚❤❡ ❜♦① ✐s ✉s❡❞ ❛s ❜❡♥❝❤♠❛r❦ t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ s❛♠♣❧❡
s✐❞❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❛♥❛❧②③❡s✳
✷✵
❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❚♦♣♦❣r❛♣❤② ♦❢ ❜♦t❤ ❢❛❝✐♥❣ ❋✾ s✉r❢❛❝❡s✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r②
♣r♦✜❧❡r ❛♥❞ s❤♦✇♥ ♦♥❝❡ t❤❡ ❛①❡s ❛r❡ r♦t❛t❡❞ ❛♥❞ s❤✐❢t❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥
♣❧❛♥❡ ✭♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ❧❡❛st ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ♠❡t❤♦❞✮ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ t❤❡ x−y ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ t♦♣ s✉r❢❛❝❡ ✭♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✮ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❢t❡r r♦t❛t✐♦♥
♦❢ 180➦ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ y−❛①✐s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ str❡ss t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t♦♣ ❛♥❞
❜♦tt♦♠ s✉r❢❛❝❡s✳ ❆ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ 3.3➦ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ z−❛①✐s ✇❛s ❛❧s♦ ♣❡r❢♦r♠❡❞
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s✐♠✐❧❛r ♣❛tt❡r♥s ♦❢ t❤❡
t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ s✉r❢❛❝❡s✳ ❖♥ ❜♦t❤ ✜❣✉r❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❛s♣❡r✐t✐❡s ❛r❡
t❤❡r❡❢♦r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞
t❤❡ y−❛①✐s✱ t❤❡② ❛r❡ s❤♦✇♥ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❣r❛②✳ ❊❧❧✐♣t✐❝ ✜ts ♦❢ t❤❡
❝♦r❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❛r❡ ❛❧s♦ ♣❧♦tt❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ s✉r❢❛❝❡s ✭s❛♠❡ ❡❧❧✐♣s❡ s✐③❡ ❢♦r ❜♦t❤
❝♦r❡s✮✳
✷✶
❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❚♦♣♦❣r❛♣❤② ✭♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛s❡r ♣r♦✜❧❡r✮ ♦❢ ❜♦t❤ ❢❛❝✐♥❣ ❋✻
s✉r❢❛❝❡s✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❢t❡r tr❡❛t♠❡♥ts s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❋✾ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳
❍❡r❡ ♥♦ ❝❧❡❛r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s✐❞❡s ✐s ✈✐s✐❜❧❡✳
✷✷
❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❚♦♣♦❣r❛♣❤② ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✐t❡ ✈❡✐♥ ❈✶✹✱ ♠❡❛s✉r❡❞
❜② t❤❡ ❧❛s❡r ♣r♦✜❧❡r✱ s❤♦✇♥ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ tr❡♥❞ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡s ✇❛s r❡♠♦✈❡❞✳ ❚❤❡
t♦♣ s✉r❢❛❝❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❢t❡r r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ ✶✽✵➦ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ y−❛①✐s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
s❡❡ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ s✉r❢❛❝❡s✳
✷✸
❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❛✳ ❙❧✐❞❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✸❉ ❳✲r❛② ❝♦♠♣✉t❡❞ t♦♠♦❣r❛♣❤② ♦❢ t❤❡
❝❛❧❝✐t❡ ✈❡✐♥s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❈✶✷ ✭❋✐❣✳ ✷❜✮✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✐t❡ ✈❡✐♥s ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②
♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ z−❛①✐s✳ ❚❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡s❡ ✈❡✐♥s ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ✶ ♠♠✳
❚❤❡ ❧✐♥❡ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥ x−♣r♦✜❧❡ ❛❧♦♥❣ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✇❛s
st✉❞✐❡❞✳ ❜✳ ✼✵ ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ♦r✐❡♥t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ x−❛①✐s✱ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r❧② t♦
t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠❡❛♥ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✐t❡ ✈❡✐♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❈✶✷✱ s❤♦✇✐♥❣
t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t②✳ ❋♦r ❛❧❧ t❤❡s❡ ♣r♦✜❧❡s✱ t❤❡ x−❛①✐s ✐s s❤✐❢t❡❞ s♦
t❤❛t x❂✵ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❞❡♥s✐t② ❜❡❧♦✇ 3✪ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✐t❡✳
❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❝❛❧❝✐t❡ ❞❡♥s✐t②✳
✷✹
❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ s❤♦✇♥ ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ 1260 ♣r♦✜❧❡s s✐♠✐❧❛r
t♦ t❤❡ ♦♥❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✾❜✱ t❛❦❡♥ ❛❝r♦ss t❤❡ ✇❤♦❧❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✐t❡
✈❡✐♥✱ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦✈❡r ❛ s✉r❢❛❝❡ ❛❜♦✉t 6 × 70 ♠♠2✳ ❚✇♦ ❞❡♥s✐t② ❣r❛❞✐❡♥ts✱
✉♥❞❡r❧✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s✱ ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t t❤❡ tr❛♥s✐t ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛❧❝✐t❡
❞❡♥s✐t② t♦ t❤❡ ♠❛r❧ ❞❡♥s✐t②✿ ❛ s❤❛r♣ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ❡①t❡♥❞✐♥❣ ♦✈❡r 0.15 ♠♠✱ ✭s❡❡
❜❧♦✇ ✉♣✮✱ ❛♥❞ ❛ s♠♦♦t❤❡r ♦♥❡✱ ❡①t❡♥❞✐♥❣ ♦✈❡r s❡✈❡r❛❧ ♠♠✳
✷✺
❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ✭❆✮ ❛♥❞ t♦♣
✭❈✮ s✐❞❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ♥♦r♠❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✜ts ✭❇✱ ❉✮✱ ❢♦r ✭❛✮ ❋✾ ❛♥❞ ❋✻ ✭❜✮✳
❋♦r ❆✱ ❇✱ ❈✱ ❉✱ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ✐s 0 ♠♠ ❛♥❞ ❘▼❙ ✐s ✭❛✮ 0.4 ± 0.05 ♠♠ ✭❜✮
0.5± 0.05 ♠♠✳
✷✻
❋✐❣✉r❡ ✶✷✿ P❧♦t ♦❢ log10 [C2 (∆)/∆0] ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ log10 [∆/∆0]✱ ❝♦♠✲
♣✉t❡❞ ❢♦r ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ❋✾✱ ✐♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥s θ ❡q✉❛❧ t♦ 10➦ ❛♥❞ 80➦✱ ❢♦r t❤❡
❜♦tt♦♠ s✐❞❡ ✭❆✱ ❇✮ ❛♥❞ t♦♣ s✐❞❡ ✭❈✱ ❉✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ P❧♦t ❊ ✐s ❛ ❧✐♥✲
❡❛r ✜t log10 [C2 (∆)/∆0] = 0.75 log10 [∆/∆0] − 1.07✱ ✐✳❡✳ ζ = 0.75 ❛♥❞
C2 (∆0) = 0.09 ♠♠✱ ♣❧♦tt❡❞ ❢r♦♠ ∆ = 40 ➭♠ t♦ ∆ = 7 ♠♠✳ ∆ ❛♥❞ C2
❛r❡ ✐♥ ♠♠✱ ❛♥❞ ∆0 = 1 ♠♠✳
✷✼
❋✐❣✉r❡ ✶✸✿ P♦❧❛r ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ❍✉rst ❡①♣♦♥❡♥t ζ ✭❛✮ ❛♥❞ C2 (∆0) ✐♥ ♠♠ ✭❜✮✱ ❛s
❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ θ ❢♦r t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ♦❢ t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ s✐❞❡s✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ❛♥❣❧❡✱ ❢♦r t❤❡ ❋✾✱ ❋✻ ❛♥❞ ❈✶✹ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛❜❡❧s✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❋✻✱ ❋✾ ❛♥❞ ❈✶✹ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ❛r❡ ♥♦t ♦r✐❡♥t❡❞ r❡❧❛t✐✈❡❧② t♦
♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r✱ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② t♦ ❡❛❝❤ s✐❞❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❛✐r✳
✷✽
❋✐❣✉r❡ ✶✹✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ log10 [C2 (∆)/∆0] ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s (log10 (∆/lp) , θ)✱ ✇❤❡r❡ lp ✐s t❤❡ ♣✐①❡❧ s✐③❡ ✉s❡❞ ❢♦r t♦♣♦❣r❛♣❤②
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✭✵✳✵✹ ♠♠✮✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ♦❢ t❤❡ ❜♦tt♦♠ s✐❞❡
♦❢ ❋✾ ✭❛✮✱ ❋✻ ✭❜✮✱ ❈✶✹ ✭❝✮ ❛♥❞ t♦♣ s✐❞❡ ♦❢ ❈✶✹ ✭❞✮✳ ∆✱ C2 ❛r❡ ✐♥ ♠♠✱
❛♥❞ ∆0 = 1 ♠♠✳ ❆t ✜rst ♦r❞❡r✱ t❤❡ ✐s♦✈❛❧✉❡ ❧✐♥❡s ❛r❡ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ❝✐r❝❧❡s
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡❧② r❡❣✉❧❛r❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡s ❛r❡ ♥❡❛r❧②
✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ s❡❧❢✲❛✣♥❡ ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ r❛♥❣❡s✳ ❆t s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r✱ ❈✶✹
✐s s❧✐❣❤t❧② ♠♦r❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✭❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ t♦♣ ♦♥❡✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢
✐s♦✈❛❧✉❡s ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡s✱ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r C2 ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❈✶✹
s✐❞❡s✳
✷✾
❋✐❣✉r❡ ✶✺✿ P❧♦t ♦❢ log10 [C2 (∆)/∆0] ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ log10 [∆/∆0]✱ ❢♦r t❤❡
t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ s✐❞❡s ♦❢ ❋✻ ✭❆✱ ❇✱ ❈✱ ❉✮ ❛♥❞ ❈✶✹ ✭❋✱ ●✱ ❍✱ ■✮✱ ❢♦r ✈❛r✲
✐♦✉s ❞✐r❡❝t✐♦♥s θ✱ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛❜❡❧s✳ P❧♦t ❊ ✐s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ✜t ❢♦r
❋✻ s✐❞❡s✱ log10 [C2 (∆)/∆0] = 0.75 log10 [∆/∆0] − 0.96✱ ✐✳❡✳ ζ = 0.75 ❛♥❞
C2 (∆0) = 0.11 ♠♠✳ P❧♦t ❏ ✐s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ✜t ❢♦r ❈✶✹ s✐❞❡s✱ log10 [C2 (∆)/∆0] =
0.75 log10 [∆/∆0]− 0.6✱ ✐✳❡✳ ζ = 0.75 ❛♥❞ C2 (∆0) = 0.25 ♠♠✳ ∆ ❛♥❞ C2 ❛r❡
✐♥ ♠♠✱ ❛♥❞ ∆0 = 1 ♠♠✳
✸✵
